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1 Wektory i macierze

1.1 Woprowadzenie

W niniejszym rozdziale skupimy sie na pojeciach wektoréw i macierzy oraz na
najwazniejszych operacjach na tych strukturach, ilustrowanych praktycznymi

przyktadami z uzyciem biblioteki NumPy.

NumPy (Numerical Python), to fundamentalna biblioteka jezyka Python, ktéra
umozliwia efektywng prace z tablicami wielowymiarowymi oraz oferuje zestaw funkcji
matematycznych. Jest podstawa dla wielu innych bibliotek, takich jak Pandas, SciPy
czy TensorFlow, ktére sa szeroko wykorzystywane w pracy z algorytmami sztucznej

inteligencji.

1.2 Definiowanie wektora

Podstawowa strukturg danych biblioteki NumPy jest tablica wielowymiarowa. Aby

zdefiniowac wektor, wystarczy zdefiniowaé tablice jednowymiarowa.

# Utworzenie wektora przedstawiajgcego wiersz.

vector_row = np.array([1, 2, 3])

# Utworzenie wektora przedstawiajagcego kolumne.

vector_column = np.array([[1], [2], [3]1]1)

# WySwietlenie wymiardw

print ("Wymiary vector_row:", vector_row.shape)
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print ("Wymiary vector_column:", vector_column.shape)

Wymiary vector_row: (1, 3)

Wymiary vector_column: (3, 1)




1.3 Definiowanie macierzy
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import numpy as np

# Tworzenie tablicy dwuwymiarowej (macierzy) 3x3
matrix = np.array([[1, 2, 3],

(4, 5, 6],

[7, 8, 911)

# WySwietlenie wymiardw tablicy

print ("Wymiary:", matrix.shape)

Wymiary: (3, 3)

1.3.1 Operacje na macierzach

Operacje arytmetyczne na dwéch macierzach
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import numpy as np

Definiowanie dwdéch macierzy

np.array ([[1, 2], [3, 4]11)
np.array ([[2, 0], [1, 3]11)
Mnozenie macierzy za pomocag np.dot ()

= np.dot (A, B)

= Q # W = #=
I

Dodanie dwéch macierzy.

np.add (A, B)

# 0Odjecie jednej macierzy od drugiej.
np.subtract (A, B)

Wartos¢ najmniejsza i najwieksza

(o) NG B GV S

import numpy as np

matrix = np.array([[1, 2, 3],
(4, 5, 6],

[7, 8, 911)

np.max (matrix) # 9

np.min(matrix) # 4




Obliczanie $redniej, wariancj i odchylenia standardowego

import numpy as np

matrix = np.array([[1, 2, 3],
[4, 5, 6],

[7, 8, 911)

# Wartosc srednia
np.mean(matrix) # 5.0
# Wariancja

np.var (matrix) # 6.666666666666667
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# Odchylenie standardowe

—
—_

np.std(matrix)

—
N

# Wyszukanie wartosci Sredniej w kazdej kolumnie

—
w

np.mean (matrix, axis=0) # array([ 4., 5., 6.]1)

Zmiana ksztattu tablicy

Chcemy zmieni¢ ksztatt (liczbe wierszy i kolumn) tablicy bez modyfikowania wartosci

jej elementéw.

1 import numpy as np

2 matrix = np.array([[1, 2, 3],

3 (4, 5, 61,

4 (7, 8, 91,

5 [10, 11, 1211)

6 # Zmiana ksztaltu macierzy z 4x3 na 2x6.
7 matrix.reshape (2, 6)

8 # array([[ 1, 2, 3, 4, 5, 6],

9 # L7, 8, 9, 10, 11, 12]11)

Metoda reshape() pozwala na zmiane rozmiaru tablicy w taki sposéb, aby zachowata te
same dane, ale przechowywane za pomoca innej liczby wierszy i kolumn. Jedynym

wymaganiem jest, ze obie tablice muszg mie¢ te sama wielkos¢.



Transponowanie wektora lub macierzy

1 import numpy as np

2 matrix = np.array([[1, 2, 3],
3 (4, 5, 6],

4 (7, 8, 911D

5 # Transponowanie macierzy.

6 matrix.T

7 # array ([[1, 4, 7],

8 # (2, 5, 8],

9 # [3, 6, 911)

Sptaszczanie macierzy

Czasami zachodzi potrzeba przeksztatcenia macierzy w tablice jednowymiarowa

(wektor).

import numpy as np

matrix = np.array([[1, 2, 3],

(4, 5, 6],

(7, 8, 911)

# Splaszczenie macierzy
matrix.flatten ()

# array([1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9])
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Znajdowanie rzedu macierzy

import numpy as np

matrix = np.array([[1, 1, 1],
[1, 1, 101,

[1, 1, 1511)

# Rzad macierzy

S G B~ wWw N =

np.linalg.matrix_rank(matrix) # 2




Obliczanie $ladu macierzy

# Slad macierzy

1 import numpy as np

2 matrix = np.array([[1, 2, 3],
3 [2, 4, 6],

4 (3, 8, 911)

5

6

matrix.trace() # 14

lloczyn skalarny dwéch wektoréow

import numpy as np

# Utworzenie dwoch wektorow.
vector_a = mnp.array([1, 2, 3])
vector_b = np.array([4, 5, 6])

# Obliczenie iloczynu skalarnego.

S W N =

np.dot (vector_a, vector_b) # 32

Odwracanie macierzy

import numpy as np

matrix = np.array([[1, 4],

[2, 511)

# Utworzenie macierzy odwrotnej
np.linalg.inv(matrix)

# array([[-1.66666667, 1.33333333],
# [ 0.66666667, -0.33333333]1])
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1.4 Tworzenie symulowanego zbioru danych

Biblioteka scikit-learn udostepnia zestaw narzedzi przeznaczonych do generowania

sztucznych zbioréw danych, ktére mozna wykorzystaé w eksperymentach z algorytmami

uczenia maszynowego. Sposrdd nich szczegdlnie uzyteczne s3g trzy metody:

make regression(), make_classification() oraz make blobs().

Jezeli celem jest utworzenie zbioru danych do pracy z regresja liniowa, dobrym wyborem

jest metoda make_regression().
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from sklearn.datasets import make_regression
# Wygenerowanie macierzy cech, wektora docelowego
# 1 prawdziwych wspolczynnikow.
features, target, coefficients = make_regression(
n_samples=100,
n_features=3,
n_informative=3,
n_targets=1,
noise=0.0,
coef=True,
random_state=1)
# Wyswietlenie macierzy cech i wektora docelowego.
print (’Macierz cech\n’, features[:3])

print (’Wektor docelowy\n’, target[:3])

Metoda make regression() zwraca macierz cech zawierajaca wartosci

zmiennoprzecinkowe oraz wektor docelowy réwniez ztozony z liczb

zmiennoprzecinkowych.




Jezeli interesuje nas symulowany zbiér danych przeznaczony do klasyfikacji, wéwczas

nalezy skorzysta¢ z metody make classification().

1 from sklearn.datasets import make_classification

2 # Wygenerowanie macierzy cech i wektora docelowego.
3 features, target = make_classification(

4 n_samples=100,

5 n_features=3,

6 n_informative=3,

7 n_redundant=0,

8 n_classes=2,

9 weights=[.25, .75],

10 random_state=1)

11 # Wyswietlenie macierzy cech i wektora docelowego.
12 print (’Macierz cech\n’, features[:3])

13 print (’Wektor docelowy\n’, target[:3])

Metody make classification() i make_blobs() generuja macierz cech z
warto$ciami zmiennoprzecinkowymi oraz wektor liczb catkowitych reprezentujacy

przynalezno$¢ obserwacji do klasy lub klastra.

Symulowane zbiory danych oferujg szeroki zakres parametréw wptywajacych na
charakter generowanych danych. W metodach make _regression() oraz

make classification() parametr n_informative okres$la liczbe cech
wykorzystywanych do wyznaczenia wektora docelowego. Jezeli jego wartos¢ jest
mniejsza niz n_features, zbiér danych zawiera cechy nadmiarowe, ktére moga zostaé

wyeliminowane za pomoca technik selekcji cech.

Metoda make classification() udostepnia parametr weights, ktéry umozliwia
symulowanie zbioréw danych z niezréwnowazonymi klasami, np. weights = [.15,

.85] oznacza, ze 15% obserwacji nalezy do jednej klasy, a 85% do drugiej.



2 Tensory

Tensory stanowia uogélnienie poje¢ skalaréw, wektoréw i macierzy na dowolny wymiar
i s3 podstawowa strukturg danych wykorzystywang w algorytmach uczenia gtebokiego.
Umozliwiaja one efektywnga reprezentacje oraz przetwarzanie ztozonych danych, takich
jak obrazy, sekwencje czasowe czy dane tekstowe. W praktyce wszystkie obliczenia
wykonywane w sieciach neuronowych opierajg sie na operacjach na tensorach, takich

jak dodawanie, mnozenie czy przeksztatcanie ksztattu danych.

Podobnie jak biblioteka NumPy stanowi podstawowe narzedzie do wykonywania
operacji na danych w stosie uczenia maszynowego, tak framework PyTorch jest

kluczowym narzedziem do pracy z tensorami w obszarze uczenia gtebokiego.

2.1 Tensory w PyTorch
Utworzenie tensora

Pod wieloma wzgledami tensor przypomina tablice wielowymiarowa, ktéra tatwo
operowac za pomoca narzedzi z biblioteki NumPy. Podobnie jak w przypadku wektoréw
i tablic, tensory moga by¢ przedstawione poziomo (np. wiersz) lub pionowo (np.

kolumna).

import torch
# Utworzenie wektora przedstawiajacego wiersz.

tensor _row = torch.tensor ([1, 2, 3])

# Utworzenie wektora przedstawiajacego kolumne.
tensor_column = torch.tensor ([

(11,

(21,

3]

1
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Mozemy tez utworzyé tensor na podstawie wektora z biblioteki NumPy.

import numpy as np

import torch

# Utworzenie tablicy biblioteki NumPy.

vector_row = np.array([1, 2, 3])

# Utworzenie tensora na podstawie tablicy NumPy.
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tensor_row = torch.from_numpy(vector_row)

Wyboér elementow tensora

1 import torch

2 vector = torch.tensor([1, 2, 3, 4, 5, 6])
3 matrix = torch.tensor ([

4 [1, 2, 31,

5 (4, 5, 6],

6 (7, 8, 9]

7 1

8

9 # Pobranie trzeciego elementu wektora.

10 vector [2] # tensor (3)

11

12 # Pobranie drugiego wiersza, drugiej kolumny.
13 matrix[1, 1] # tensor (5)

Podobnie jak tablice biblioteki NumPy oraz wiekszos¢ struktur danych w jezyku Python,
tensory biblioteki PyTorch wykorzystujg indeksowanie rozpoczynajace sie od zera.

Obstugiwane jest zaréwno odwotywanie sie do pojedynczych elementéw, jak i tworzenie
wycinkéw danych. Istotna réznica polega na tym, ze w przypadku indeksowania tensora
PyTorch w celu uzyskania pojedynczego elementu, wartoscig zwrotna nadal jest obiekt

typu tensor, a nie bezposrednio liczba catkowita lub zmiennoprzecinkowa.
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Sktadnia wycinkéw jest zgodna ze sktadnig znang z biblioteki NumPy, a rezultatem

kazdej takiej operacji w PyTorch pozostaje obiekt typu tensor.

1 # Pobranie wszystkich elementow wektora.

2 vector [:]

3

4 # Pobranie wszystkich elementow az do trzeciego (bez niego)
5 vector [:3] # tensor ([1, 2, 3])

6

7 # Pobranie wszystkich elementow po trzecim

8 vector [3:] # tensor ([4, 5, 6])

9

10 # Pobranie ostatniego elementu

11 vector [-1] # tensor (6)

12

13 # Pobranie dwoch pierwszych wierszy i wszystkich kolumn
14 matrix[:2, :] # tensor ([[1, 2, 3],

15 | # (4, 5, 611)

16

17 # Pobranie wszystkich wierszy i drugiej kolumny

18 matrix[:, 1:2] # tensor ([[2],

19 | # (51,

20 | # [811)
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2.2 Operacje na tensorach

Operacje arytmetyczne na wszystkich elementach tensora

1 import torch

2 tensor = torch.tensor ([1, 2, 3])

3 # Rozglaszanie operacji we wszystkich elementach tensora
4 tensor * 100 # tensor ([100, 200, 300])

Mozemy je wykonywaé dla operatoréw matematycznych obstugiwanych przez Python

(+, -, *, /) oraz funkcji oferowanych przez PyTorch.

Wyszukiwanie wartosci minimalnej i maksymalnej

import torch

tensor = torch.tensor ([1, 2, 3])

# Wyszukanie najwiekszej wartosci.
tensor .max () # tensor (3)

# Wyszukanie najmniejszej wartosci.

~N o a0 bW NN

tensor .min () # tensor (1)

Zmiana ksztattu, transpozycja oraz sptaszczanie

# Zmiana ksztaltu tensora na 2x6.

tensor.reshape (2, 6)

# Transponowanie tensora.

tensor .mT

# Sptaszczenie tensora

o N O b~ W N =

tensor.flatten ()
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Obliczanie iloczynu skalarnego oraz mnozenie dwéch tensoréw
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import torch
tensor_1 = torch.tensor([1, 2, 3])
tensor 2 = torch.tensor([4, 5, 6])

# Obliczenie iloczynu skalarnego obu tensorow.

tensor 1.dot(tensor 2) # tensor (32)

# Mnozenie dwdéch tensorodw

tensor 1 * tensor 2 # tensor ([ 4, 10, 18])
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3 Drzewa decyzyjne

Oparte na drzewach algorytmy uczace stanowig rozbudowang i popularng rodzine
nadzorowanych metod klasyfikacji i regresji, ktére nie wymagaja recznego doboru
parametréw. Ich podstawowym elementem jest drzewo decyzyjne, zbudowane z
sekwencji regut decyzyjnych, na przyktfad: ,jezeli temperatura powietrza jest nizsza niz
0°C, to...". Struktura takiego modelu przypomina odwrdcone drzewo, w ktérym
pierwsza reguta decyzyjna znajduje sie na najwyzszym poziomie, a kolejne reguty
rozgateziaja sie na coraz nizszych poziomach. W drzewie decyzyjnym kazda reguta
umieszczona jest w wezle decyzyjnym, a wynik jej spetnienia lub niespetnienia prowadzi
do kolejnych gatezi i weztéw. Gatezie, ktére nie zawierajg dalszych regut decyzyjnych,

koncza sie w tzw. lisciach, reprezentujacych ostateczng decyzje modelu.

3.1 Trenowanie klasyfikatora drzewa decyzyjnego

Klasyfikator drzewa decyzyjnego dazy do znalezienia takiej reguty decyzyjnej, ktéra
prowadzi do mozliwie najwiekszego zmniejszenia niejednorodnosci danych w danym
wezle. Istnieje kilka miar stuzacych do oceny niejednorodnosci, jednak domyslnie klasa
DecisionTreeClassifier wykorzystuje wskaznik Giniego. Miara ta moze zostac

zdefiniowana nastepujacym wzorem:

gdzie G(t) oznacza niejednorodno$¢ (wskaznik Giniego) w wezle t, natomiast p; jest

udziatem obserwacji nalezacych do klasy i w tym wezle.
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Proces wyszukiwania regut decyzyjnych, prowadzacy do powstawania kolejnych
rozgatezien drzewa, jest wykonywany rekurencyjnie. Celem tego procesu jest stopniowe
zwiekszanie jednorodnosci w weztach potomnych. Algorytm konczy dziatanie, gdy
wszystkie liécie drzewa s3 jednorodne (na przyktad zawieraja obserwacje tylko jednej

klasy) lub gdy spetnione zostang zadane kryteria zatrzymania.

W bibliotece scikit-learn obiekt klasy DecisionTreeClassifier obstugiwany jest
w sposdb analogiczny do innych algorytmdéw uczenia maszynowego. Po wytrenowaniu
modelu za pomocg metody fit () mozna wykorzysta¢ go do prognozowania klas

nowych obserwacji.

# Utworzenie nowej obserwacji.
observation = [[5, 4, 3, 2]]

# Prognozowanie klasy obserwacji.
model .predict (observation)

# array ([1])

g W N =

Istnieje réwniez mozliwos¢ wyznaczenia prawdopodobienstw przynalezno$ci obserwacji

do poszczegdlnych klas.

1 # Wyswietlenie prawdopodobienstw prognozowanych klas.
2 model .predict_proba(observation)

3 # array([[O0., 1., 0.11)

Jezeli zachodzi potrzeba zastosowania innej miary niejednorodnosci, mozna skorzysta¢ z

parametru criterion. Przyktadowo, zamiast wskaznika Giniego mozna uzy¢ entropii.

# Wytrenowanie modelu.

1 from sklearn.tree import DecisionTreeClassifier
2 # Utworzenie klasyfikatora drzewa decyzyjnego

3 # z wykorzystaniem entropii.

4 decisiontree_entropy = DecisionTreeClassifier(
5 criterion=’entropy’, random_state=0)

6

7

model _entropy = decisiontree_entropy.fit(features, target)
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3.2 Trenowanie regresora drzewa decyzyjnego

Regresja drzewa decyzyjnego dziata w sposéb analogiczny do klasyfikatora drzewa
decyzyjnego, jednak zamiast miar takich jak wskaznik Giniego czy entropia, potencjalne
podziaty danych oceniane s3 domysinie na podstawie stopnia redukcji btedu
Sredniokwadratowego (mean squared error, MSE). Miara ta okresla, jak bardzo wartosci
prognozowane roznig sie od rzeczywistych wartosci zmiennej docelowej i moze zostaé
zapisana w postaci wzoru:

1 N

MSE = = > (y; — %)%,
Ni=1

gdzie y; oznacza rzeczywista warto$¢ zmiennej docelowej, natomiast y; jest wartoscia

prognozowana przez model.

W bibliotece scikit-learn regresje drzewa decyzyjnego realizuje sie za pomoca klasy
DecisionTreeRegressor. Po wytrenowaniu modelu mozna go wykorzystaé¢ do
prognozowania wartosci docelowej dla nowych obserwacji, analogicznie jak w przypadku

innych algorytméw regresyjnych.

1 from sklearn.tree import DecisionTreeRegressor

2 from sklearn import datasets

3

4 # Wczytanie danych.

5 diabetes = datasets.load_diabetes ()

6 features = diabetes.data

7 target = diabetes.target

8

9 # Utworzenie obiektu regresora drzewa decyzyjnego.
10 decisiontree = DecisionTreeRegressor (random_state=0)
11

12 # Wytrenowanie modelu.

13 model = decisiontree.fit(features, target)
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3.3 Zastosowanie algorytmoéw decyzyjnych

Ponizej przedstawiono przyktad prostego algorytmu w jezyku Python, ktéry przewiduje,

czy klient zrealizuje zakup na podstawie wybranych cech opisujacych jego profil.

1 from sklearn.tree import DecisionTreeClassifier

2

3 # Dane o klientach: [wiek, liczba zakupdw, Sredni wydatek
4 data = [[25, 5, 100], [40, 15, 200], [30, 10, 150]]
5 labels = [0, 1, 1] # 0: brak zakupu, 1: zakup

6

7 # Model decyzyjny

8 clf = DecisionTreeClassifier ()

9 clf.fit(data, labels)

10

11 # Przewidywanie zakupu dla nowego klienta

12 print (clf.predict ([[35, 8, 180]1)) # Wynik: [1]

Drzewo decyzyjne — dane o klientach

W rozpatrywanym przyktadzie wykorzystano dane dotyczace trzech klientéw, opisanych

trzema cechami:
= Wiek,
» Liczba zakupoéw,
= Sredni wydatek.
Kazdemu klientowi przypisano etykiete klasy:
» Klasa 0 — brak zakupu,

» Klasa 1 — zakup.

17



Przyktadowe dane
Zestaw danych treningowych:
= Klient 1: [25, 5, 100] — klasa 0,
= Klient 2: [40, 15, 200] — klasa 1,
= Klient 3: [30, 10, 150] — klasa 1.
Nowy klient podlegajacy klasyfikacji:
= Wiek: 35 lat,
» Liczba zakupow: 8,

= Sredni wydatek: 180 jednostek.

Trenowanie modelu drzewa decyzyjnego

Model drzewa decyzyjnego uczy sie na podstawie danych treningowych, tworzac
strukture hierarchiczng ztozong z weztéw decyzyjnych. Kazdy wezet odpowiada
warunkowi opartemu na jednej z cech klienta, a celem podziatéw jest mozliwie najlepsze

rozdzielenie klas ,brak zakupu” i ,,zakup”.

Korzystanie z wytrenowanego modelu

Po zakonczeniu procesu treningu drzewo decyzyjne moze zosta¢ wykorzystane do
przewidywania klasy dla nowych obserwacji. Model przechodzi przez kolejne wezty
drzewa, sprawdzajac warunki logiczne, az dotrze do liscia, ktéry odpowiada ostatecznej

decyzji.
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Proces klasyfikacji nowego klienta

Proces klasyfikacji przebiega wedtug nastepujacych krokéw:
1. Sprawdzenie warunku w pierwszym wezle (np. wartosci Sredniego wydatku),
2. Przejscie do odpowiedniej gatezi drzewa,
3. Weryfikacja kolejnych warunkéw w nastepnych weztach,

4. Dotarcie do liscia i przypisanie klasy decyzyjne;.

Przyktadowy przebieg klasyfikacji
Zatézmy, ze drzewo decyzyjne zawiera nastepujace reguty:
» Jezeli Sredni wydatek < 125, przejdz do lewej gatezi,
» W przeciwnym przypadku przejdz do prawej gatezi.
Dla nowego klienta o srednim wydatku réwnym 180 algorytm przechodzi do prawej
gatezi, a nastepnie przypisuje klase koncows.
Przypisanie klasy

Po dotarciu do liscia drzewa model przypisuje nowemu klientowi klase:

[1].
co oznacza, ze klient prawdopodobnie dokona zakupu.

Dane do wizualizacji drzewa decyzyjnego

1 data = [

2 [25, 5, 100, 10],
3 (40, 15, 200, 301,
4 (30, 10, 150, 207,
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5 (22, 3, 80, 8],

6 [35, 20, 300, 25],
7 [45, 10, 250, 35],
8 (50, 2, 75, 5],

9 [556, 8, 100, 12],
10 [33, 12, 180, 22],
11 (29, 6, 120, 15],
12 [38, 5, 90, 11],
13 (31, 10, 160, 18],
14 [28, 4, 85, 9],

15 (43, 17, 230, 29],
16 (47, 9, 210, 34],
17 [36, 14, 170, 21],
18 [39, 11, 140, 23],
19 (34, 7, 130, 17],
20 (32, 9, 115, 16],
21 [37, 6, 105, 19]
22 ]

Tworzenie i wizualizacja drzewa decyzyjnego

8))
filled=True)

plt.figure(figsize=(10,
tree.plot_tree(clf,

1 from sklearn import tree

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 clf = tree.DecisionTreeClassifier ()
5 clf = clf.fit(data, labels)

6

7

8

plt.show ()

Algorytm k-NN w klasyfikacji klientow

Algorytm k-Nearest Neighbors (k-NN) klasyfikuje obiekty na podstawie ich najblizszych

sgsiadow w przestrzeni cech.
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from sklearn.neighbors import KNeighborsClassifier
data = [[25, 5, 1001, [40, 15, 2001, [30, 10, 150]]
labels = [0, 1, 1]

knn = KNeighborsClassifier(n_neighbors=3)

knn.fit (data, labels)

print (knn.predict ([[33, 7, 1601]1)) # Wynik: [1]

S B W NN =

Odlegtos¢ euklidesowa

Najczesciej stosowana miarg odlegtosci w algorytmie k-NN jest odlegtos¢ euklidesowa:

d(A,B) = V(x2 —x1)2 + (y2 — y1)2 + (22 — z1)%.

Obliczenia odlegtosci

Dla nowego klienta obliczono odlegtosci do klientéw z zestawu treningowego, uzyskujac:
= Klient 1: 60.56,
» Klient 2: 41.39,

= Klient 3: 10.86.

Wybor sagsiadéw i klasyfikacja

Dla k = 3 wigkszo$¢ najblizszych sasiadéw nalezy do klasy ,zakup”, dlatego nowy klient

zostaje zaklasyfikowany jako dokonujacy zakupu.
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